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30. IiiTRODUCTION 
L’ENSEMBLE divers englobes 
(voir [5], [6] et [7]) est fondamental darts 
l’ttude (pour des applications, 
171, PI, [ill, WI, P31). 
Rappelons-en brievement l’histoire, qui commence avec le theoreme de preparation de 
Weierstrass, classique en thtorie des fonction anaiytiques de plusieurs variables, reelles ou 
complexes: 
(i) Soit g un element de l’anneau k{X,, . , X, , T} des series entieres de n + 1 variables 
a coefficients dans k = [w ou Cc dont le domaine de convergence n’est pas rtduit a l’origine. Si 
g est reguliere en T d’ordre d (c’est-a-dire si la serie g(0, . . . , 0, T) n’est pas nulle et si d est la 
multiplicitt de son zero a l’origine), il existe un unique polynome en T, A coefficients dans 
HXI, . . . , X,}, unitaire de degrt d, soit P(X,, . . . , X, ; T), divisant g dans k{X,, . . . , X,, T). 
De plus, g/P est inversible. 
Ce thtoreme est une consequence du theoreme de division de Spath: 
(ii) Soit I3 E k{X,, . . . , X, , T} regulihe en Td’ordre d. Toute striefE k{X,, . . . , X,, T} 
peut s’ecrire de facon unique dans k{X,, . . . , X, , T): 
f=B-Q$R, 
oh R est un polynome en T A coefficients dans k{X,, . . . , X,} de degre inferieur ou tgal a 
d- 1. 
(On obtient le theoreme de pkparation en appliquant le theoreme de division a f = Td 
et B = g.) 
Parallelement au thioreme (ii), qui est un theoreme local ainsi que (i), il existe lorsque 
k = @ (mais non lorsque k = W) un thioreme de division global. Pour tout ouvert w d’un 
espace numtrique complexe, dtsignons par H(w) l’espace vectoriel des fonctions analytiques 
complexes sur o muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact: 
(iii) Soit U un ouvert de C” et soit B un polynome en T, A coefficients dans H(U), 
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unitaire de degrC d. Toute fonction f E N(L; x C) 
H(U x C): 
f‘= B . Q + R. 
peut s’krire de faGon unique dans 
oti R est un polynhme en T B coefficients dans H( Cl) de degrl infkisur ou kgal h n - 1. De 
plus, Q et R dependent likairement et continfiment def: 
La dkmonstration se rCduit Q constater qu’on peut prendre pour Q et R les fonctions 
dkfinies par les formules: 
oh 7 disigne le bord orient6 de n’importe quel disque du plan complexe contenant dans son 
intirieur le nombre t et les racines du polyn6me B(u, T). 
Ces thtorkmes sont fondamentaux en gComCtrie analytique (voir par exemple [17]). 
ConjecturCe par Thorn vers 1960, I’extension des th.4ortmes (i) et (ii) aux fonctions 
indtfiniment diffkentiables (sans unicitk) est dGe h Malgrange [j]; la dtmonstration de (ii) 
est ramenke au cas oti B est le polynsme gkntrique Td + 1: Xi Td-i, puis utilise pour ce cas 
la structure des germes d’ensembles analytiques rtels. 
Enfin, en 1968, Mather [6], ayant besoin d’un rtsultat global, linkaire et continu pour 
ltudier la stabilitk des applications C”, ktend le thkorkme (iii) aux fonctions indifiniment 
diffkentiables (sans unicitk); la dlmonstration utilise la tranformation de Fourier pour 
ramener le problkme au cas oti f = cos(t), puis prenant pour B le polynBme gknkrique, ce 
qui ne restreint tvidemment pas la gtnkralitt du thtoritme, utilise pour ce cas le thiorttme 
analytique (iii). 
On peut alors dCduire du thCor&me diflkentiable (iii) le thCortme diffkentiable (ii) dans 
le cas oti B est le polynGme gtntrique, puis, suivant Malgrange, dans le cas gtnitral. 
Parmi les dtmonstrations varites de ces rtsultats qui ont ttC proposkes depuis (voir [16]) 
mentionnons l’klkgante dkmonstration de Lojasiewicz, pour signaler que BarbanGon l’a 
Ctendue aux fonctions de classe C’, et obtenu ainsi, indkpendamment, le rksultat du prk- 
sent article 131. 
51. RJ?SULTAT ET MBTHODE 
Le but de ce travail est d’ktablir le thCor&me 1 ci-dessous. Ce thCor&me Ctend le thCor- 
&me de division des fonctions indkfiniment diffkentiables par un polyn6me A coefficients 
indtfiniment diffkentiables [6], au cas oti le dividende ne posstde qu’un nombre fini de 
dkivtes, et prkcise le nombre de d&iv&es posstdkes par le reste et par le quotient. 
Pour tout ouvert CL) d’un espace numkrique, et pour tout entier p, on dCsigne comme 
d’habitude par bp(o) I’espace vectoriel des fonctions h valeurs complexes dkfinies et p fois 
contintient difkentiables sur o, muni de la topologie de la convergence uniforme de 
toutes les dkrivtes sur tout compact de w; am(w) designe la limite projective des bp(o). 
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Soit U un ouvert de l’espace numkique R”, et soit a,, . , ad une suite de d fonctions de 
a”(v), borrkes sur 0’ ainsi que leurs dtrivkes partielles du premier ordre. On dtsigne par B 
la fonction dkfinie sur U x C par: B(x, z) = zd + xi7: ai(.~)zd-i, et par X l’ensemble des 
solutions de I’Cquation B(x, z) = 0 dans U x @. B induit sur U x W, consid& comme sous 
espace de U x C, une fonction’notte encore B. 
TH~O&ME 1. N existe une application Maire R de Gdf ‘( U x rW) duns [Q”(U)]” et une 
application 1inPaire Q de Jdfl(U x W) d ans &‘(U x W) telles que, quel que soit p suphieur 0U 
igal ci d (jini ou non) : 
(1) Pour toutefonction f de tp p+l(U x iw), on ait sur U x R I’PgalitP: 
i=d 
f(x, t) = B(x, t)Q(f)(x, t) + isl ri(,Y)td-i, acec R(f) = (rl, . . . , rd). 
(2) R induise sur 8 pf ‘( U x W) une application ci valezrrs duns [8”(U)]“, continue pour la 
topofogie de [ak(U) avec k = [(p + 1)/d] - 1 ([n] = partie entiPre de n). 
(3) Q induise sur tp P” U x rW) une application d caleurs duns gh(U x R), continue pour ( 
la topologie de tph(U x F!), avec h = [(p - d)/d]. 
(4) Pour tout point x de U, et pour toute fonction f de bpf '(U x iw), la fonction 
(ja,+q . ..fZ” 
t + a,Y1=1ax2== ’ . . a.q- Q(f><x> t) 
de iw ahs Q: soit p - d(1 + (C~zI~i)) fois contint?ment dkricable. 
De plus, si les fonctions a,, . , ad sont d vnleurs rtelles, il est possible de choisir les 
applications R et Q de sorte que R(f) et Q(f) soient ci valeurs rdelles quandf est Li valeurs 
reelles. 
La dtmonstration se fait en deux Ctapes, qu’on va d’abord exposer sommairement: 
(A) Soit C un ensemble compact convexe de @, contenant dans son inttrieur I’adhtrence 
de la projection de X sur @ (un tel ensemble existe, puisque les fonctions ai sont borntes, done 
aussi la projection de X sur Q, et soit R un voisinage ouvert de U x C dans U x @. Une fois 
choisis, les ensembles C et R sont fixes dans toute la dtmonstration; on imposera seulement 
g Q une condition suppltmentaire au dtbut de la seconde ttape. 
Pour toute fonction f dtfinie dans un ouvert du plan complexe, on dCfinit comme 
d’habitude: 
Dkjinition 1. Pour tout entier p, on dCsigne par 9”(Q) le sous-espace vectoriel de EP(Q) 
constitut par les fonctions f pour lesquelles il existe un voisinage ouvert II de X dans !2 
(dtpendant de f) tel que, pour tout x de U, la fonction z -+ f (x, 2) soit analytique complexe 
sur la projection de Un ({x} x @) dans C; on munit .9’“(Q) de la topologie dCfinie par les 
seminormes 
f+ “p 
(X.U)EK 
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oh K parcourt l’ensemble des compacts de R, et (rlr . , r,, PI, p2) l’enremble des suites de 
n + 2 entiers telles que: d(xiz2zi) + fil f pz 2 p. 
On dtsigne par T(n) la limite projective des F’(n). 
Par abus de langage, on dira parfois qu’une fonction de &P(n) (p fini ou non) est 
separlment analytique en la seconde variable au voisinage de X (resp. sur U), si elle appar- 
tient A 9”(n) (resp. si pour tout x de U, la fonction z -f(.r, :) est analytique complexe sur la 
projection de Un ({x> x C) sur C). 
On peut dtfinir sur 9’(a), B I’aide d’intigrales de Cauchy, comme dans le thiorime 
classique de division pour les fonctions analytiques complexes, une application lintaire R, j 
valeursdans [&“(U)ldet une application lintaire Q, B valeurs dans F(n), telles que, pour toute 
fonction f de T’(n), on ait sur R I’Cgalitt: 
i=d 
f= l@,(f) + 1 rizd-i, avec R,(f) = (rl, , rd). (1) 
i= 1 
La definition de R, et de Q, se trouve au paragraphe 2. 
La premihe ttape consiste alors 5. dkmontrer que, pour tout p supirieur ou Cgal A cl 
(fini ou non), les restrictions de R, et de (2, B Y’“(n), considtrkes comme applications h 
valeurs dans [ak(U et Cph(n) respectivement, avec k = [ip + 1)/d] - 1 et 11 = [(p - d)/d], 
sont continues. Cette continuitk est Ctablie au paragraphe 3. 
D$inition 2. Pour tout ~(0 I p 2 co), on dtsigne par P”(0) le sousespace vectoriel de 
&‘(fi) constituk par les fonctions qui sont limite dans 8”(n) d’une suite de fonctions de 
Y’“(0) qui est une suite de Cauchy dans Y”(n). 
Les tht5orkmes classiques [14] montrent que :?“(!A) se compose de fonctions possedant 
des dtrivtes continues 
~z,+...+z,+/J,+f12 
a.qm . .. a,K,yjzfll a ,-pr 
pour toutes les suites (ml, . . . , rl,, PI, #?I> de n + 2 entiers telles que: 
on munit 9p(0) de la topologie de la convergence uniforme de toutes ces d&i&es sur tout 
compact de 0. 
On a les propriltCes suivantes: 
(a) pour tout ~(0 < p _< co), Pp(Q) est dense dans gp(f2) (qui est d’ailleurs isomorphe 
au complttt de gP(n)). 
(b) pour tout entier p, 9 p+’ R est inclus dans Y’“(n), I’inclusion &ant continue. ( ) 
(c) g’“(0) est inclus dans noSp g’“(n) et la topologie de T’(n) est induite par la 
limite projective des topologies des 9(n). 
11 rtsulte alors de la continuitk de R, et de Q,, de (a) et du theorkme classique de pro- 
longement d’une application uniformlment continue B valeurs dans un espace complet, que 
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R,,I@(fi) et Q, / P’(i2) admettent chacune un prolongement lineaire continu unique Q 
9(n), notes encore R, et Q, respectivement; et il resulte de (a) de (b) et de (c) que, pour 
tout p (d I p I co), les restrictions de R, et de Q, a Y(K!), considerles comme applications a 
valeurs dans [ak(U et S”(n) respectivement, avec k = [(p + 1)/d] - 1 et /I = [(p - d)/d], 
sont continues. Enfin l’tgalite (1) reste valable pourfe Y”(n). 
(B) Soit 3 un intervalle ouvert et borne de R tel que 3 x iR soit un voisinage du com- 
pact C; on prendra dtsormais R = U x (3 x iW). 
Pour obtenir le theoreme 1, il suffit maintenant de demontrer ceci: 11 existe une appli- 
cation lintaire continue p de Q’(U x R) dans 9”(G) telle que: 
(1) pour tout p superieur ou Cgal a 0 (fini ou non), p induise sur Epf’(U x R) une 
application a valeurs dans V(n), continue pour la topologie de 9’“(n). 
(2) pour toutefE b’(U x R), f et p(f) coincident sur U x 3. 
En effet, il suffit alors de poser: 
R(f) = RhCf))/ U x LQ; Q(f)=f- R(f) -. B 
La seconde etape est consacree a la construction du prolongement p. Elle s’inspire de la 
demonstration du thtoreme de prolongement de Whitney [l]: on construit au paragraphe 4 
une partition de l’unite sur U x C - U x W analogue a celle de [l], mais composee de 
fonctions de Y”(52) (proposition 3). 
Soit T un nombre reel strictement suptrieur a la longueur de 3. La partition preddente 
est utilisee au paragraphe 5 pour prolonger chaque fonction (x, t) + eim(2n’T)t de Bm( U x iw) 
en une fonction de g”(!L!). On en deduit enfin p par dtveloppement en strie de Fourier sur 
un intervalle de longueur T contenant 3 dans son interieur (proposition 4). 
On utilisera les notations suivantes: 
Les projections canoniques de R” x c ou d’un ouvert de W” x @ dans W” et dans c sont 
notees respectivement prl et pr2 . 
Pour toute fonction f dtfinie dans un ouvert w de R” x c et pour tout point x E R”, on 
notef, la fonction dtfinie sur pr2(o ,({.u} x C)) par la formule: f,(z) = f (x, z). 
Pour toute fonction f (x, z) definie dans un ouvert de iR” x C, pour toute suite k, = 
aI, . . . , ~1, de II entiers positifs ou nuls, et pour toute suite k2 = /II, /I2 de deux entiers posi- 
tifs ou nuls, on pose: 
,+l+lkzlf i=n i=2 
ah,hj= 
ax,al . . . axnan aZBl a _iS2 ’ 
et on utilise la formule de Taylor sous la forme correspondante. 
Enfin, pour toute fonction f(x, r) dtfinie dans un ouvert de R” x R, pour toute 
suite k, = a,, . . . , a, de n entiers positifs ou nuls, et pour tout entier k, positif ou nul, on 
pose de meme: 
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$2. DERXITION DE R. ET DE Q. 
EnonCons d’abord dew lemmes bien connus concernant les fonctions d’une variable 
complete. 
L~w+rz 1. Soient IV un oucert de C, t1 . . I, une suite de p points de W, 43 une fonction 
dkjinie et analytique complexe sur W - {ti , . fp) et x une fonction dtjinie et inrltjniment 
dl@rentiable sur C, h support compact contenu dons LV, et locnlement constnnte au coisinage 
de {tl. ‘.. , tp>. On a l’kgniitt: 
Dtimonstrntion. On peut prolonger les fonctions I Q et (Z~/c’ii) cp en des fonctions in- 
dtfiniment diffkentiables sur @ - {tl , . , t,), en leur attribuant la valeur 0 hors de W; il 
suffit alors d’appliquer la formule de Stokes dans @ - Uizr Di, oh Di est un disque de 
centre ti sur lequel x est constante, en notant que (?jZi)(z~~) = (Z~j?fi)~. 
LEMME 2. Pour tout polynhe D, unitaire, d coeficients complexes, de degrP r, a)‘ant 
pour racines t,, , 1, (chaque racine tijigurant duns cette suite utz nombre de fois kgal ti sa 
multiplicitP Ai), et pour toute fonction rp d@nie et atzalJTique complexe au coisinage de 
{r I, . . , t,), il existe un polyndtne unique P tel que: 
(a) degrP de P < r - 1; (b) pour 1 2 i I r et 0 5 k < Li 
De plus: 
(1) Quelle que soit la fonction 1 ind$‘iniment diffhentiable sur @, calant 1 au voisinage de 
{t,, . , t,} et ri support compact cotltenu dans l’ensettzble des points oh cp cst analytique, P est 
don& par la formule: 
(2) II existe une fonction Q, dt$nie et analytique complexe sur le mdme ensemble que cp, 
Grifant: cp = P + DQ. 
DPmonstralion. L’unicitC de P est immediate; d’autre part, la formule du (1) dlfinit 
bien un polynBme de degrt au plus &gal h r - 1, car (D(u) - 0(:)/u - z) est Cgal B 
considirons alors la fonction Q d8inie par: 
Q(z) = k JJc $ (u) ‘$$ s pour z intkrieur A x-‘(l), 
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En tout point z inttrieur B x-‘(l), ~(2) vaut 
d’aprks le lemme 1, et par cons6quent: 
0 
y(z) = P(z) + D(z)Q(z) pour I E ;c%). (1) 
La proprittk (b) rtsulte alors, par dtrivations successives, de l’egalitt (I), qui prouve aussi que 
la fonction Q est analytique sur le mCme ensemble que 9. 
D$nition 3. Pour tout polyn6me D, unitaire, B coefficients complexes, et pour toute 
fonction cp dkfinie et analytique complexe au voisinage des racines de D, on appelle poly- 
n6me d’interpolation de cp sur D le polyname P don& par le lemme 2. 
D$?uition 4. Pour toute fonction f de Y’“(n), on dCsigne par: 
ri(f, x) le coefficient de zdAi dans le polyn6me d’interpolation de f; sur B,, pour x E U 
et 1 <i_<d. 
ri(f) l’application s --+ ri(l; x) de iJ dans Q=. 
R,(j) l’application x + (rl(f, x), . , rd(f, x)) de U dans @*. 
Q,,(j) l’application (x, z) -+ ‘(-” ‘) -BF’ :y ‘)‘“-’ de R dans C 
’ 9 
Dans la suite, on dtsignera aussi par X,(J) I’application de (i x @ dans @: 
(x, z) + 1’: r,(f, x)Fi. 
PROPOSITION 1. (1) Sife sp(f2)(0 I p I co), alors R,(f) E [8”(U)]” et Q,(f) E &F’(R). 
(2) R, (resp. Q,) est me application fin&ire de 9J”(Q) dam [8’(U)]* (resp. S’(Q)). 
Dhnonstration. (1) II suffit d’ttudier R,(J) et QJJ) localement; soit done K un compact 
de U; on va prouver que R,(f) et Q,(f) sont p fois continkment diffkentiables sur k et 
(k x @) n 0 respectivement. En effet, si U dksigne un ouvert de R sur lequelfest sCparC- 
ment analytique en la seconde variable, 21 est un voisinage du compact X n (K x C); soit x 
une fonction indtfiniment dkivable sur U x @, B support compact contenu dans 11 et 
valant 1 au voisinage de X n (K x C); pour chaque point x de K, x, a les proprittts requises 
(cf. lemme 2) pour qu’on puisse Pcrire: 
&kf)(x, ?) = & !j,+ u)f(-%+B(X' ;;; u":"' z)dg POUT X EK, 
> 
Qo(f)(X, z) =& !:i, 2(X, Ll)E z pour (x, z)int&ieur B x-‘(l), 
Q (f)(x Z) = f(x’ ‘) - ROcf)(x’ “ailleurs. 0 9 
B(x, z> 
Ces formules montrent que sifestp fois contintient diffkrentiable il en est de mCme de 
R,(J) et de Q,(J) SUT k et (k x @) n R respectivement; on peut d’ailleurs obtenir ces 
d&ivies en dtkivant sous les intigrales. 
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(2) La liniaritl de R, est consCquence immkdiate de l’unicitl du polyn6me d’inter- 
polation, et la lintaritl de 0, constquence de la liniariti de R, . 
$3. COSTIS~TIYE DE R, ET DE Q. 
Avant d’ttablir la continuitl annoncie (pour un konci p&is. voir la proposition 2 
plus loin), indiquons la mtthode utiliske. 
On appellera bi (1 < i 5 d) l’application de U x @ dans C dCfinie par l’lgalitk: 
B(.K, u) - B(x, z) i=d 
= i& b,(x, u)?-‘, .K E c:, u E ‘C, ; E c. 
21 - z 
La restriction de bi B R (1 < i I d) appartient tvidemment 2 P’“(Q). 
(1) Soit h demontrer par exemple que I’application f- riCf) est continue de 9d(Q) 
dans b”(U). I1 suffit d’Ctablir : pour tout compact Kde 0’. il existe une constante ,If telle que, 
pour toute fonctionfde P”(n), on ait: 
Comme, lorsque .K appartient B K, on a, avec une fonction z convenable: 
on est ameni, plus gCntraIement, j majorer uniform&lent sur K une intkgrale de la forme 
OL g E F’(0) pour un certain p, j l’aide des d&%&s de 9 jusqu’ri un certain ordre dependant 
de I’entier q, 
Cette majoration fait l’objet du lemme 5 et de son corollaire. 
Elle s&it pour obtenir la continuitt de R,, car on constatera que toute dtrivke de 
ri(f) (1 < f I d) est de la forme 
oh g est une combinaison liniaire (h coefficients dans P”“(Q)) de dtrivies def 
(2) La continuitk de 0, rksulte de celle de R, et du corollaire du lemme 3 ci-dessous: 
soient f~ P’(Q) et q entier; le corollaire donne une majoration de chaque dCrivCe de f‘ a 
l’aide de certaines dtrivtes de Bqj 
LEMME 3. Pour tout entier p 2 1, il existe un nombre positif M, rel qzle, pour tout point 
t, de C et pour route fonclion cp d$inie et p fois continilmerlt di@rentiable au coisinage de C, 
analytique complete au coisinage de t,, on ait: 
UhT DEMONSTRATION DU THEOREME DE DIVISION 49 
DPmonstration. Pour tout point r de C, la formule de Taylor donne 
do - d4J 1 acp 1 aq = 
t - t, I o du (4 + d(t - L>> de + so j. z (6 + e(t - 0 de. 
11 est clair que toute derivee d’ordre _< p - 1 de la premiere integrale est majoree en 
module par sup (I Zkq(u) I), puisqu’on peut la calculer en dlrivant sous I’inttgrale. 
l;pcP 
D’autre part, au voisinage de t,, le second terme de droite est nul, done aussi toutes ses 
dtrivtes, puisque cp est analytique. 
Enfin, en un point t de C different de t,, d’apres la formule de Leibniz, toute dtrivee 
d’ordre <p - 1 du second terme de droite est une combinaison lintaire (a coefficients 
constants independants de cp) de produits de la forme: 
avec /a1 +a2 +/?,p21 Ip- 1. 
I1 suffit done, pour dtmontrer le lemme, de trouver pour chaque produit tel que (1) une 
majoration de la mtme forme que celle de l’enonce. 
Or, d’une part, d’apres la formule de Taylor, appliqute a la fonction 
alFl+821 zcp 
aup2Z 
dont toutes les dtrivtes sont nulles en t,, on a en tout point u de C: 
(1) [t, U] - segment t, u oh H ne depend que de p, Pi et p2. D’autre part, 
alal+al u _ t 
0 ’ I 
=Opour l<a, 
ali=’ au=2 u - t 0 “=l 
= It _ $,,.2l pour a2 5 1. 
Le produit (1) est done major6 en module par 
a,!H x sup @kr$?(U)~) x (It - fO[P-1--I=I+u3+B1+82’), 
Iklsp veC 
done par a,! H x (diametre de C)P-1-ln1+Z2+P1fP31 x sup (1 Gkq(u) 1). 
li!‘c” 
COROLLAIRE. Soit B, = B4 (q entier). Quelle que soit lufinction f~ 9’P+4d(R) Cp entier) 
et quel que soit le compact K de U, on a I’inPgalitt!: 
sup (l~*kfc? 41) sMp+1Mp+2 ‘.. bfP+& sup (l~“~k(&f)c~, ul>.
x .‘Y ‘“5 c $y-+~$ 
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Dimonstration. 11 sufit d’etablir l’inegalite en chaque point .Y de K; soit t,, ,ryd la. 
suite des racks de (B,), ; pour 1 < i I qd soit ‘Pi la fonction difinie par 
poson y, = (B,f), 
Chaque fonction Yi est p + cjci fois continnment differentiable au voisinage de C et 
analytique complete au voisinage de tiil, nulle en ti+l: comme 
le lemme 3 donne: 
Yi.,(U) = *, 
ii-1 
SUP (\Z”‘V~+~(U)/) 5 hJp+qd-i X SUP (I 8kw4 I ). 
lklS.pu+$-i- I lkl s;E+;d-i 
d’oh le corollaire puisque Y qd =f; . 
II est commode de poser la dttinition suivante: 
Dkjinition 5. Pour toute suite t,, . . , t, de points de C, et pour toute fonction cp definie et 
analytique complexe au voisinage de I’ensemble {tl, , t,) on designe par A(cp; t,, , t,) Is 
coeffkient du terme de de& r - 1 du polynome d’interpolation de rp sur le polynome 
unitaire de degre r ayant pour racines Ies nombres t,. . . t,, chacun avec pour multiplicite 
le nombre de fois ou il apparait dans la suite tl, . . r,. 
D’apres le lemme 2 on a done: 
A(rp; t, , , 1,) = &- i/C k?$!@ du dc, 
oh D est le polynBme fliz;(z - ti), et x une fonction quelconque, indtfiniment differentiable 
sur Q=, valant 1 au voisinage de {tI, , t,J et i support compact contenu darts l’ensemble des 
points oti cp est analytique. 
LEMME 3. Pour toute suite t,, , t,,, de points de C, et pour toute fotzction ? d$nie 
et analytiqrle complete au coisinage de l’ensemble (tI, . . . , tr+i)r on a: 
A(cp; t,, . . . , t,,,) = A($; t,, . , t,), oti $ est dkjinie par I>(U) = 
cp(Ll) - dtrt 1) 
14 - t,_ 1 
Dkmonstration. Soit P le polynome d’interpolation de 9 sur le polynome nj;T ‘(zl - t,); 
le polynome d’interpolation de II, SW D = njz;(~-f~) est P, defini par 
PIG4 = 
P(fl) - P(G+J 
II-f,,, 
en effet, P, est de degre inferieur ou Cgal a r - 1, d’une part. et, d’autre part, 
G(n) - P,(u) 
D(rO 
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reste borne quand u tend vers ri (1 I i I r) 
ce qui prouve que P, possede la propriete (b) du lemme 2. Le lemme 1 resulte done du fait 
que le coefficient du terme de de& r de P et le coefficient du terme de degre r - 1 de P, 
sont egaux. 
LEMME 5. Pour tout entier r suphieur ou tgal ri 1, il esiste un nombre positif L, tel que, 
pour toute suite t,, . . . , t, de points de C, et pour toute fonction 9 dcjnie et r - 1 fois con- 
tinament diffkrentiable au coisinage de C? analytique comple.ye au coisinage de l’etuemble 
{tl, . . . , t,}, on ait: 
IA(cp;t,,...,t,)I I&x sup (I ak&) I ). 
lkl 5 r - 1 UGC 
DPmonstrutiorz. Par recurrence sur r; pour r = 1, comme A(cp; t,) est egal a cp(tl), on 
peut prendre L, = 1; supposons le lemme ttabli pour l’entier r; alors, 
l&q; t,, . . ., t,+,)l = I&rl/; fly...> 411 5-L x sup 
Ikl s r - I 
avec 
Or, d’aprb le lemme 3 
$(Ll) = 
cp(n) - dtr+J 
u- tr+l . 
sup (I ak$(u> j ) I lM, x sup (I akdu) i ). 
[kl<r-1 uaC lkjir USC 
On peut done prendre L+, I = L, x Mr. 
Commentaire (evident). L’interet de ce lemme reside dans le fait que les nombres L, 
sont independants de la suite t,, . . . , t, pourvu que les ti soient dans C. 
COROLLAIRE. Soit B, = B4 ((I entier). Quelle que soit la fonction f E gdq-l(R), GparPment 
analytique sur 2l, quel que soit le compact K de U et quelle que soit Ia fonction x ind$niment 
dij%rentiable sur U x @, 2 support compact contenu duns II, t.alant 1 au uoisinage de 
X n (K x @), on a l’i&galitP: 
Dbmonstration. 11 suffit, pour chaque point x de K, d’appliquer le lemme 5 a f, et a 
la suite des dq racines du polynome (B,),. 
On aura besoin du lemme suivant, concernant les espaces Y(Q): 
LEMME 6. Pour torrte suite k = (k,, . . . , k,) de n entiers, et pour toute fonction f de 
SP(fl)( I k 1 5 p) GparGment analytique en la seconde cariable sur I’owert U de R, Zk~‘f 
appartient ri 9p-lki (!2) et est sPparPment analytique en la seconde variable sur 11. 
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Dhonsrrarion. 11 sufit de considkr k = (0, . 1. _, 0), oti 1 figure i la j-i,me 
position. Soit (I, 1) E !I; (.I-, z) posskde un voisinage fermi de la forme 1’ x It/( v c R”, 
W c C) contenu dans !I. et ia fonction II -+ cf/?.~~(.)i, U) est limite uniforme sur IV des 
fonctions 
lorsque /I tend vers 0; il rkulte done du theorkme de IVeierstrass que u + iJ/?s,(.r. ~0 est 
analytique sur P?. 
On peut maintenant Ctablir la proposition 2: 
PROPOSITIOS 2. Quel qrte soit p 2 cl, fini ou no11. 
(1) R, iduit sw P”(O) une application li caleurs darrs [fk( U)]” corltinue pow la topologie 
de [&“(U)]“, ac’ec k = [(p + 1)/d] - 1. 
(2) Q, induit sur 9’“(a) une application ci valezrrs dans &“(!A) conthe pow la topologie de 
s”(n), awe h = [(p - d)/d]. 
(3) Plus prPcist;merlt, Q, induit sur P(n) wfe application ci Galeurs dans f.YP(!Z!) co,2tirlue 
pour la topologie de FP(R) dt!jnie par les semi-normes f‘- slips,, u) F R( 1 ijk1.k2f(.r, II) / ) 
(j-E EP(Q)), Oif i;ki9i2 parcourt l’ensemble des dkrir~ations telles que d( / k, I + 1) + 1 kz / ) 2 p. et 
Kl’ensemble des compacts de R. 
Dhonstration. II suflit de considtrer le cas oti p est fini. 
ilfirmation 1. I1 suffit d’Ctablir: pour tout compact K de U et pour toute suite a =: 
(a,, . , a,) telle que laj I k, iI existe une constante 111 tellc que, pour toute g E P(Q): 
Avec une fonction 2 convenable, valant 1 au voisinage de X n (K x C), on a pour _yO E K: 
est combinaison IinCaire de fonctions de la forms 
avec a’ + a” = a; lorsque I’ordre de a’ n’est pas nul, la fonction 3“‘. “x est nulie au voisinage 
de X n (K x C), et, d’aprts le lemme 1, I’ink5grale correspondante est nulle; par conskquent: 
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La formule de Leibniz, appliqule au produit 96, x l/B montre qu’on peut lcrire: 
Pour chaque a’ < a, ie corollaire du lemme 5 donne: 
X sup (1 P”f,,(x, u)I> (a’ + a” = a), (x, E K), 
lml;~(~‘~:;)-~ 
et la formule de Leibniz: 
sup (/8”SmJ&, u)]) I H,. x sup (la’Bmg(x, ~~)I), (4) 
~ru~r5d(o”~+l)-l 
XEK UEC 
I~I~I”‘l,~~~d~l~‘~+~~-~ 
oti H,, ne depend pas de g (mais des bornes supkieures sur K x C des modules des dtrivCes 
de B). 
Comme les intgalitts / 1 j I I a’1 et Irnl I cl( / d 1 + 1) - 1 impliquent dl 1 I + I m I I p, 
les inkgalitts (3) et (4) donnent pour I, E K: 
x H,. x sup (I 43’3 “g(x, u) I) (a’ + a” = a). 
“A’,‘; l;!“c 
On peut done prendre M = ~n’S,&([,,“l +,) X H,, . 
Af/irmation 2. Elle resulte de l’affirmation 3 puisque, pour toute suite k, de II entiers 
et pour tout suite kz de 2 entiers, I k, 1 + 1 k, / < /z implique d( 1 k, 1 + 1) + I k, I I p. 
Ajirmation 3. 11 suffit d’ttablir: pour tout compact K, de R, pour toute suite a = 
(0 ,, . ..> a”) et pour toute suite b = (b,, bz) telles que d(la] + 1) + 161 I p, il existe une 
constante Met un compact K, tels que, pour toute fonction g de 9’“(Q) on ait: 
sup (I ~3“~ “Q,(g)(x, u) I) < M x sup (I cP~k2g(X, u)l). 
(X. u) E Ko “I(“: Ili,l;bl,~ P (5) 
On peut toujours supposer que K, est soit disjoint de U x e, soit de la forme K x C, oh 
K est un compact de U. Le premier cas ttant banal (car C? contient l’adhlrence de la projec- 
tion de X SUT C), supposons K, = K x C, et montrons qu’on peut prendre k; = K x C. 
Proctdons par rtkurrence sur 1 al ; pour la/ = 0, l’assertion r&&e du corollaire au 
lemme 3 (applique avec q = 1, p = b et Bf = g - R,(g)), compte tenu des majorations des 
coefficients de R,(g) donnkes par la premikre partie de la proposition; en gCnCra1, la formule 
de Leibniz permet d’tcrire: 
13’=*~g - ?*“R,(g) = BPOQ,(g) + g, 
oh g1 est une combinaison lintaire des dkrivkes d”*” Q,(g) telles que IT] < Ia/. I1 suffit alors 
d’appliquer le corollaire au lemme 3 (q = 1, p = b et Bf = P”g - ?‘~“R,(g) - gl), puis, 
d’une part, l’hypothtse de rkurrsnce (aux ?*” Q,(g) figurant dans gI). et d’autre part la 
premiere partie de la proposition (aux dkibL;es de R,(y) qui inter\isnnent. 
Ceci achive la demonstration de la proposition 2. 
54. CONSTRCCTIOS D’U>X P,\RTITIOS DE L’USITE 
Le but dc ce paragraphe est de dlmontrer la proposition 3 ci-dessous. Les espaces 
numiriques qui interviennent sont munis de In distance ri(r, ,I.) = 1 s - J” = sup,( s: - J', 1). 
PROPOSITION 3. II e.uiste ut7e famille (q~~)~, I de forlctiom tie 2”( L: x E), urz mrier N, et 
deux suites de notnbres rPeIs (AJ et (BJ (.O 5 k) possbdant les propric;tt;s suimrltes: 
(1) POW tOlIt y E U X C, et pour tout i E I, (p;(j,) + 0 itilplique que le rliankfrt~ tlu support 
de qi est irzfirieur ou e’gal ci jd(y, 08” x W). 
(2) Tout poitzt de U x @ - U x R possPtie ~7 roisitlage sur lequel toutc’s ies_/hctions ‘pi 
sont miles sauf N nu plus. 
(3) Pour tout i E I, ‘pi est positice ou nuile: la sonme xisi(pi est inJ&ieure ou &gale 
Li 1 et taut 1 en tout poirlt y = (.Y, z) de CT x IG - U x F! chifiarlt les in~galif~s: 
j Im(z) / = dOa, R” x l2) < +; 3%(>,, a” x 22) < d(.Y-, CC). 
(4) Pour tout y E U x @, pour tout i E I, pour toutc suite k, de 17 erltiers positifs ou rds et 
toute suite kz de den entiers positifs ou rds, on LI l’itkgaiite: 
l~kl,k* rpi(y)j I _4,k,,E,kr,‘l(L., E” x W)--d’kL’-‘k2’. 
(5) Pour tout i E I, la restriction de cp, L? R appnrticrlt ci g”(Q). 
Dhmonstration. D’aprks [l], il existe une famille (KJiEJ de cubes fermks d‘intkrieurs 
disjoints de 9” x @ posskdant les propriktk suivnntes, oil ei dksigne le c6tl du cube Ki et 
IS~’ l’image de Ki par I’homothktie de rapport j/1 ayant pour centre Ie centre de Ki : 
(a) iv,Ki = R” x (210 < jIm(z)j _ _,, < 71 et W” x {zi 1 _< j Im(z) 1 < 2) est Cgai BlarCunion 
des cubes de cati 1 de la famille. 
(b) Pour tout i E J, te; < d(K,, R" x R) I 3e,. 
(c) Pour tout y E W x @ et pour tout i E J, y E K,’ implique ~ei I c!(,I,, 2” x ?,j 5 -$Qi. 
(d) Tout point de W” x @ - 1R” x 19 posstde un voisinage qui ne rencontre pas plus 
de IV cubes Ki’. 
La dtmonstration de la proposition consiste h dkfinir une partition de 1’unitC ((Pi)ieJ 
convenable sur IR” x {z / 0 < / Im(z) / < 21, subordonnie au recouvrement (K,‘)i~ J, et un 
sous-ensemble I de J tels que la famille (~p~i)~ E I et l’entier A7 possedent les proprGt6s (l)-(5) 
pour deux suites (Ak) et (Bk) convenables, et que chaque fonction q,(ifl) ait pour support 
un compact de tJ x (11 o < 1 Im 21 ~2) (ce qui permet ds la prolonger par 0 en une fonction 
de 8”(U x @)). 
Remarquons tout de suite que, quelle que soit la partition (~i)iE, subordonke au 
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rzcouvrement K,‘, et quelle que soit I’ensemble I, les conditions (1) et (2) sent satisfaites, a 
cause des propriCt& (c) et (d) de la famille (KJ. 
Prenons alors pour I l’ensemble des indices i des cubes Ki de c6tt e, < 1 qui v&-Sent: 
pour tout j E J, Ki’ n Kj’ f 0 implique Kj’ c U x ic. 
Xlontrons que la condition (3) est satisfaite quelle que soit la partition (qJie, subor- 
donnke au recou\Tement Ki’. Appelons V l’ensemble des points y = (.Y, z) qui vkifient: 
1 Im(z) / -c+ et 3Sd(y, R” x R) < d(x, CCJ); il suflit de vkifier ceci: pour tout y E V et pour 
tout i E J, y E Ki’ implique i E I. Or, d’une part 1 Im(z)/ <; implique, e, < 1 (2 cause de la 
seconde propriM a) de la famille (KJ), et, d’autre part, si y, E K,’ n Kj’, les inkgalitk.: 
d(y,, w” x W) < cf(y, R” x R) + +ei, fei I d(J, R” x W), ‘jej < d()s,, R” X R) 
entrainent 1’intgalitC: 
+(ei + ej) I 35d(y, IR” x W), 
qui montre que la projection de Kj’ sur W” x IR est contenue dans U, done Kj’ contenu 
dans Ux @. 
11 reste B construire la partition (4~~)~~~. 
Nous avow besoin pour cela d’un lemme, que nous allons d’abord inoncer, avant 
d’achever la dCmonstration de la proposition. 
LEMME 7. Soit Q le cubefernk de c8tt; 1 de R” x @ centrt; ti i’origine, soit Q’ =$Q, soit 
‘p (resp. J/) une fonction de CP”(W”) (resp. F(@)) ci raleurs rPelles positices, d’intkgrale 1 pour 
la mesure de Lebesgue de R” (resp. C), et de support contenu duns pr,(Q) (resp. pr2(Q)), et 
soit a = (l/192(1 + d)). 
Pour tout polynBme P(x, z) rrnitaire de degrP den -7, d coejicieuts d$inis et continllment 
d$t?entiables au coisinage de pr,(Q’), il existe un sous-ensemble E de Q’ tel que, quel que soit 
le produit de convolution 4 de la fonction caracthistique de E avec la fonction: 
ait les propriPtPs suivantes: 
(1) PJ vaut 1 sur Q et 0 sur ie complhentaire de Q’, et appartient d 8*(8X” x C). 
(2) II existe un voisinage ouvert II de I’ensemble des ze’ros de P dans pr,(Q’) x @ 
tel que, pour tout x spry, la fonction z--f ~(x, z) soit localement constante sur 
pr? (U n ($1 x @)). 
Construction de la partition (rpi)is J, en admettant le lemme 7. Choisissons deux 
fonctions ‘p et $ posskdant les propriCtCs requises par le lemme 7, et posons: 
oh W dtsigne la rkunion des cubes Ki’ qui sont contenus dans U x @ et rencontrent U x C. 
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Pour tout i E J, soit (ri, /Ii) le centre de Ki et soit h, I’homothetie de rapport I/e, qui 
transforme Ki en Q. La construction de ‘pi est differente suivant le cube 
(a) Si c U x C Ki’ n (f_l x C) f 
x - zi z - pi 
a& z) = ‘?i --y , - 
i 1 ei 1 
(b) Pour tout autre cube Ki, appelons pi le produit de convolution de la fonction 
caracteristique de +$Q avec la fonction: 
et posons: 
o;(x, z) = vi ( x-xi z-pi - - ei ’ ei 1 ’ 
on verifie, et cela resultera d’ailleurs de la demonstration du lemme 7, que, dans ce cas, tl; 
vaut 1 sur Q et 0 sur le complementaire de Q’, et appartient a tP”(R” x C). 
Definissons enfin la famille (c~~)~~, par: 
ce qui est possible puisque la somme cis J fri est localement finie et 2 1 pour 0 < j h(z) 1 < 2. 
Pour prouver que la famille (qi)iEr possede la propritte (4) de la proposition, il sufit, 
d’apres la formule de derivation d’un quotient, de prouver que la famille (di)i~, possede 
une propriete analogue, pour deux suites (C,) et (Dk). Or: 
Comme vi est le produit de convolution d’une fonction comprise entre 0 et 1 avec la fonction: 
cx, z)-+ (+)“4(+ x)($‘$ z) > 
on trouve, quels que soient 5 et 5, 
Puisque ai # 0 implique &, W” x R) I yei, ii suffit done de poser: 
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@ld”$I dcdw)($)‘. 
Ikzl=k I) 
Enfin, pour prouver (j), remarquons que pour tour i E J tel que Ki’ soit contenu dans 
U x C, il existe, d’aprts le lemme 7, (2), un voisinage ouvert ![i de X dans U x @, sur lequel 
la fonction ci est stparkment analytique en z (et meme localement constante); on peut 
supposer que Lli contient le compkmentaire de Ki’, sur lequel ~~ est nulle. 
Soit alors, pour tout i E Z, Hi l’ensemble des indices j de J tels que: Ki’ n Kj’ $1 0. 
L’ensemble Hi est fini (le recouvrement Ki’ ltant localement fini), j E Hi implique ~j’ c U 
x C (d’aprbs la dlfinition de I), et on a: ‘pi = (a,&, H ,cT~). II en rkulte que ‘pi est stparkment 
analytique en z sur le voisinage ouvert de X dans U x @ : II = n j E .i!lj . 
Ceci achkve la dkmonstration de la proposition 3, en admettant le lemme 7. 
Dhnonstration du lemme 7. Posons Q, =sQ, QZ = SQ; on a done Q’ =sQ, et 
Q 
I1 est r rlel positif, et 
y de ou C, Q(y, r) dtsigne le cube de c6tk r de w” de @ respectivement, cent& 
en y (x, z) de [w” x @, r) dlsigne x Q(z, r). 
Soit l’ensemble des zeros de P dans pr,(Q’) a=; posons E, = UyEY Co*, 4a) et 
Ez l’ensemble y (x, z) de pr,(Q,) x qui vkrifient ii 
y, de Y telle que: n Q, # 0, , 8a) C(yi+ I, # 0 
llilp-l,(x,z)EC(yp,8a). 
que l’inlgalitt I N la dtiinition a cntrainent: 
+d)8a<k. 
(2) fonction 
a support dans A). 
LEMME Pour tout y, = z,) de n Q2, a: 
Q(xc,, x Q(z,, c E,. 
Soit (x, : [I s, 1 ad/N, 1 - z, < a. (l), 
x pr,(Q’). P(x,, Ctant nul, a: 
d((x, Y n x a=)) 1 P(x, 1 I’* (Ix - 1 N)‘ld a. 
I1 done un z’ E tel que: z’) = et 1 - z, < a. lemme en 
puisque (x, appartient g z’), 4a). 
9. EZ un ouvert x @. 
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Dtkonstration. Pour que (I, -_) appartienne h E2. il faut et il suet que .K appartienne 
5, pr,(Q,) et qu’il e:Gste une suite (s, zi). a5.e~ 1 I i _< p _< d, de points de Y telle que: 
d(z,. pi-,(0 )) < 4,, If(Zi, Zill) < Sa _ -1 POUi 1 I i <p - I. CfCZ, zp) < la. 
Si E est assez petit, les in6galitCs prtcidentes restent c-raies si on remplace Z, zL, , zp 
par des points z’. zI’. , I~’ tds que I-_’ - ,I <&, IZi’ - Zi/ < &(I I i Ip). 
?“Iais, les coeff:cients de P Ctant continus. il existe pour tout point s’ assez voisin de _‘c 
une suite z,‘, , zp’ telle que / zi’ - zi / < E et P(.u’, zi’) = 0 pour 1 _< i I p [IS]. 
Ceci Otablit le lemme. 
,-\chevons la dimonstration du lemme 7 en montrant qu’on peut prendre E = 0, u E, 
En effct, E2 est mesurable pour In mesure de Lebesgue de R” x c. d’aprks le lemme 9, et le 
produit de convolution existe done et appartient A tPP(R” x @) [lil]. 
II reste B trouver I’ouvert 11. Or, x dksignant la fonction caractkistique de Q, u E,, 
(a) Si (so, qJ E Q, q(xo, zo) vaut 1 d’apk (2), car 1 vaut 1 sur Q,. 
(b) Si s, $pr,(Q,). r/(-y,,, zO) vaut 0 d’aprPs (2), quel que soit -lo. 
Cc) Si I, Ipr2(Qd, v(x,,, z,J vaut 0 d’aprks la dkfinition de E2 (oh l’on peut supposer 
I d) et la seconde inigalitk (I), quel quc soit s,. 
(d) Si (s, , zO> E Y A Qz, considkrons la fonction < dlfinie par: 
Sur tout cube C(y, Sa), oh y E Y, x vaut 0 ou 1; < vaut done 0 ou 1 sur tout cube C(y, -la), 
Oti )' E Y, puisque la fonction z---t t/~((l/-In)-_) 5 son support dans Q(0, da). Le lemme S 
montre que ; est done indkpendante de 7 sur le pavt Q(s,, 2nd/!V) x Q(z,, 2a); la fonction 
.y ---t cp((N/n”)s) nyant son support dans Q(0, ad/X), il en risulte que q est indkpendante de 
z sur le pa& Q(s,, ad/iv) x Q(z,) 2a). 
On peut done prendre 
11 = ( u (Q[x, s] x Q(z, 2a)]] u (compkmentaire de QJ. 
(X,I)EY~Q~ 
Ceci achkve la dimonstrntion de la proposition 3. 
g5. LE PROLOSGEMEN’I 
Soit S un intervalle ouvert et born6 de 5? tel que ‘3 x iR soit un voisinage du compact C; 
on prendra dkormais R = U x (3x i&Z). 
Avec les notations de la proposition 3, soit, pour tout entier m supkieur OLI lgal B 1, 
I,,, I’ensemble des indices i de I pour lesquels la fonction ‘pi a son support dans I’ouvert de 
U x C constitul par les points (_y, z) vlrifiant j Im(z) / < l/ in, et soit D” la fonction positive 
dtfinie sur R par les formules: 
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@‘,(.‘c, z) = 1 si z est riel, 
Qm(_Y, Z) = x ~i(.K, Z) sinon. 
iEI, 
LESiME 9. Pour tout entier m 2 1. 
(1) Les inkgalitih j Im(z)I < 1/6nz et 35 1 Im(z)[ < d(x, CU) impfiquent @,,,(s, z) = 1. 
(2) Qrn appartient d ag(Q). 
Dhonstration. (1) Soit Yrm I’ouvert de c x c difini par les deux intgalitts de 
l’tnoncC, soit y E Y, et soit qi une fonction non nulle en I’: la proposition 3 (1) montre que 
i appartient B I,,,; la propriM rCsulte alors de la proposition 3 (3). 
(2) Pour tout i E I, soit Ui un voisinage ouvert de X dans R sur lequel pi soit &park- 
ment analytique en z; on peut supposer que lIi contient le compkmentaire du support de vi. 
Alors, “Y,,, u (niB rllJ est un voisinage ouvert de X dans U x OZ (car tout point de X 
n’appartenant pas g U x R posstde un voisinage contenu dans tous les lli sauf N au plus), 
sur lequel 0” est skpariment analytique en -7. 
PROPOSITION 4. I! e.uiste une application lineaire continue p de cO’(CJ x W) duns Y”(Q) 
telle que: 
(1) Pour tout p supfkieur oii igal ci 0 (jni ofi non), p induise sur Gp+‘(U x W) une 
application ci valeurs darls F’(Q), continue pour la topologie de 9’“(Q). 
(2) Pour toutefE G’(U x R),fet p(f) coincident sur fJ x 3. 
Dimonstration. Elk utilise les propriitk &hentaires des skies de Fourier rappelkes 
ci-dessous [4] : 
(a) Q toute fonction f B valeurs complexes dCfinie et localement int&able sur R, 
pkiodique de ptriode T, on associe sa slrie de Fourier 
avec : 
(b) sif‘est p fois contintiment dtrivible, 
(c) sifest continihent dtrivable, on a pour tout entier M positif: 
et dans ce cas 
(d) la skrie de Fourier de f converge sur R vers la fonctionf. 
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Soit alorr [n. O] un intervalle fermi de longueur T de I?, contenant ,7 dans son interieur. 
et soit 0 une fonction de &=(L’ x R) h valeurs positives, valant 1 sur I. x 3 et 0 hors de 
17 x [a, 61. Pour toute fonctionf’de G!(C’ x R). definissons p(f) sur R par: 
,n= + II> 
oti OJdCsigne la fonction de periode T sur L: x 2 qui coincide avec U/‘sur U x [a, 61. 
Montrons que p convient: 
(a) pour toLltJ‘E 8 p”( b’ x E?). Iss sommes partielles S,,(J) detinirs par: 
S_,,(f)(s, -_) = / 
m 
&c’.&P 2n,‘T)z o,,,t,(s, :) 
sont des fonctions de aP(Q), d’apres le Iemme 9. Montrons que la suite S,,[(f) est une suite 
de Cauchy dans @‘(R): soient k, une suite de n entiers 20 et li2 une suite de deux entiers 
20 vtrifant ri/ k, 1 + / k2 / 5 p, et soit K un compact de R, de projection K,, sur U; on peut 
se borner a considerer les sommes S,,,(f) pour lesquelles on a 1/6,V < &‘(K,, CU); 
dkl’k2(S,Lf,(f) - S,,,(f))(.r, z) est somme de termes de la forme: 
,,~~~IM~~((C?‘I-l;l,u~)_~) ,(‘,k~-h~(ei”‘(2~lr)r) $l*hl@,,,l,(.~, z), avec II, < k, et Ir, I k2. (1) 
Or, d’une part, on a la majoration: 
/glh+D/& z)( i (61 111 ) d’hl’+‘h~‘N‘~,h!lB,h~, , 
car, en un pointy = (.I-, 3) E K0 x @, CD,,,,,, vaut 1 si d(y, R” x R) < l/j 6rjr / (d’aprts le lemme 
9,l) et les intgalitts 
d’autre part la majoration: 
otik, =p- lk,j + IhI, 
et enfin, sur Ie support de Q,,,, 
j do.kl-hye im(Z!n/TJr)l 5 ,?z/TE I nl I )*“-“” . 
Le module du terme considlrt en (1) est done major6 par 
car I’inCgalitC d] k, 1 + I k2 I _< p entraine que I’exposant de t~z est negatif ou nul. 
La fonction 8-h’*k’0~Ctant contintiment differentiable, la proprittl (c) rappelee plus 
haut montre que la serie 1::: /c,((G~~-~~*~~@)~~)] converge uniformiment sur K,; ceci 
montre que S,, (f) est une suite de Cauchy dans Yp(S2). 
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(b) I1 en rbulte que la sCrie difinissant p(f) converge, et que si f~ tppL’(U x R), 
,&“) E .9’(n). I1 est clair que p est likaire; Ies proprittk de continuite de p rkultent aussi 
du calcul prC&dent et de la propriltk (c), joints au fait que Fdlpend continiiment de f; 
enfin la seconde conclusion de la proposition 4 rksulte de la proprietC (d). 
Ceci achke la dimonstration de la proposition 4 
56. FIN DE LA DEMONSTRATIOS 
I1 rlsulte de la proposition 2 et de la dtfinition et des prop&& des espaces 9’(I2) 
don&es dans l’introduction, qu’on obtient, par prolongement des applications R, 1 e(Q) et 
Q, / s”(Q), deux applications lintaires continues de Y”(n) dans [(E”U)ld et dans F(n), notkes 
encore respectivement R, et Q,, pour lesquelles les conclusions de la proposition 2 restent 
LTaies, en remplacant, pour tout p, 9”(n) par Yp(12). 
En particulier, pour toutefe ?$$, on a sur R I’tgalitd: 
i=d 
f(xT z) = B(x, z)Q,(f)(-yt z) +iz, ri(-r)zd- i, avec R,(f) = (r,, . . , rd). 
Pour toute fonctionffz BdC1(U x R), posons alors: 
R(f) = R,(df )) 1 u x EJ ; Q(f) zf - R”) -, 
B 
et vkrifions que les applications Ret Q possedent les propriMs annonckes dans le thtorkme 1. 
Les propritt& (2) de R rksultent de la proposition 4, (I) et de ce qui prktde. 
Les proprittts (3) de Q rksultent de l’dgalitt : CJ x R = (U x 3) u (U x R - C n 
(U x I&!)), en remarquant, d’une part, que B est diffkrent de 0 sur U x R - C n (U x W)), et 
d’autre part, que pour toute fonction fe B’(U x W), Q(J) coincide sur U x 3 avec 
Q,(p(f))I U x W d’aprts la proposition 4 (2): On peut alors appliquer 5 Q,p la proposition 
4 (1) et ce qui prktde. 
Les proprittks (4) de Q rksultent de la proposition 2 (3). 
Enfm, si les fonctions a,, . . . , a, sont B valeurs rtelles, on peut supposer que la famille 
de cubes (Ki)i E, de la proposition 3 est invariante par la transformation de R” x @: (x, z) 
-+ (x, 2). Les constructions des paragaphes 4 et 5 conduisent alors A un prolongement p 
ayant la propriCtC suivante: pour toute fonction f E 8’ (U x W) B valeurs reelles, et pour 
tout point (x, z) E R, pcf)(x, 5) = p(f)(x, z) il en rtsulte que, pour une telle fonction, R(f) 
et Q(f) sont A valeurs rkelles. 
Remarque. Si on s’intkesse seulement aux fonctions de Bp(U x W), pour un entier p 
donnC, on peut dtmontrer, lorsque p est supkieur ou tgal B d: 
TH~OR&ME 1’. II existe une application linbaire continue R, de BP(U x lf2) dans [&(U)]* 
et une application liniaire continue Q, de gp(U x iw) duns tph(U x [w), telles que, pour toute 
f E EP(U x R), on ait sur U x Iw l’kgalitt: 
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j-(X, t) = B(X, f)Q,(j-)(X, r) +fI r,(X)+- i. arec R,(f) = (t-1, ) r,), 
pour k = [@ + 1)/d] - 1 et h = [(p - d)/d]. 
La dimonstration consiste B construire un prolongsment pP analogue k p, en utilisant, 
au lieu des skies dz Fourier, la mithode de prolongement de Whitney, j partir de la famille 
(qi)isr de la proposition 3. 
II est vraisemblable que, pour une fonction don& de &p(U x 2), sans hypothkses sup- 
Itmentaires. le resultat donnk par le thCorttme 1’ est 1~ meilleur possible. 
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